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Resumen

El presente articulo describe un método analitico para calcular la situacion por medio de la
observacion de astros como alternativa eficaz a los métodos graficos tradicionalmente usados
en navegacion astronémica.

El algoritmo es totalmente general, permitiendo utilizar observaciones simultdneas o
tomadas en distintos tiempos, entre los cuales se navega a un rumbo y una velocidad
determinada. Utiliza el método de los minimos cuadrados para obtener la posicibn mas
probable, y mediante iteraciones sucesivas permite reducir el error cometido al aproximar el
circulo de altura por la recta de altura. Proporciona asi mismo el error cometido en el calculo de
la posicién y la elipse de confianza.
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Se describe el algoritmo de C. De Wit
Optimal Estimation of a Multi-Star Fix,
oficialmente adoptado por la HM Royal
Navy, del Reino Unido, para calcular la
situacién a partir de las observaciones de
astros mediante el sextante. Se incluye
también en The Nautical Almanac publicado
anualmente por el Observatorio Naval de
Estados Unidos.

Es una alternativa eficaz y robusta a los
métodos graficos tradicionales para obtener
la situacion por interseccion de rectas de
altura o de bisectrices de altura.

Este algoritmo sustituye el trazado de la
recta de altura, RA, correspondiente a cada
observacion, su traslado si no son
simultdneas y el célculo de la posicion por
un céalculo que sistematiza este proceso y
obtiene la posicibn mas probable en base al
método de los minimos cuadrados.

Por la simplicidad de sus calculos, sobre
todo en forma matricial, es susceptible de
ser empleado con una calculadora o una
hoja de calculo electrénica.

Variables

UT1 Tiempo Universal, (Universal Time). Se
puede aproximar por el Tiempo medio
en Greenwich, (Greenwich Mean Time).

B Latitud
NHYS ()
L Longitud
E® YW ()
RA  Ascension Recta, Right Ascension
SHA Angulo Sidéreo, Sidereal Hour Angle
SHA = 360° - RA

GHA Angulo Horario en
Greenwich Hour Angle

GHA = GHA(Aries) + SHA
0°<=GHA <=360°de W a E

DEC Declinacién en grados N (+) y S (-).

LHA Angulo Horario Local. Local Hour Angle.
En grados de W a E, de 0° a 360°

H Altura aparente.

Es la altura medida con el sextante
corregida del error de indice, y de la

Greenwich.

altura de ojo del observador:
H =Hs + El — Dip

Ho  Altura observada.
Es la altura aparente corregida de
refraccion, paralaje y semidiametro
[2].

Hc  Altura calculada

Z Azimut verdadero, medido en sentido
horario alrededor del horizonte de 0° a
360°. Se define como el arco de
horizonte entre el meridiano del lugar
y el circulo vertical que pasa por el
astro observado.

p Diferencia de Alturas o intercepto.
p=Ho-Hc

R Rumbo circular. ( 0° a 360°.)

Vv Velocidad del bugue en nudos

n NUmero de observaciones

Determinante de la Recta de Altura

Se utiliza el método de Marcqg Saint
Hilaire para calcular el determinante de la
recta de altura, (también Illamado
Determinante tangente punto aproximado),
gue relaciona la posicién del observador y la
del astro. Esta recta tangente al circulo de
altura es perpendicular al azimut del astro.

Conociendo, aunque sea de forma
aproximada, la latitud y la longitud, se
puede calcular el azimut verdadero y la
altura del astro sobre el horizonte, que
comparada con la altura observada da la
recta de altura buscada.

Las formulas empleadas son:

LHA=GHA +L

Hc = asin( sin B sin DEC + cos B cos Dec cos LHA)
sin DEC -sin Hcsin B
cos HccosB
SI(0<LHA <180°)Z=360-2Z

Z =acos(

Situacién mas probable por n Rectas de Altura
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El movimiento del buque.
Observaciones No Simultaneas

El equivalente matematico al traslado de
una RA en la carta nautica debido al
movimiento del buque es como sigue.

Adoptando una posicion de estima a la
hora en que se quiere hallar la situacion
verdadera astronoémica: Be, Le

La posicion a la hora de la observacion
se calcula para un rumbo y una velocidad
constante, (0 su equivalente si ha habido
cambios de rumbo o velocidad).

Si el intervalo de tiempo es:

t = UT1observacion - UT1e

La posicion a emplear para el calculo de
la altura y el azimut es:

B=B, +£COSR
60

L=L, + Vt sinR
60 cosB,

Calculo de la Posicién

Para poder dibujar la recta de altura
correspondiente a una observacion, es
necesario conocer su azimut y su diferencia
de alturas asociada.

p=Ho-Hc

e Si p es positivo, la recta de altura se
dibuja a lo largo del azimut desde la
posicion estimada.

e Si p es negativo, la recta de altura se
dibuja en direccion opuesta al azimut,
(Z+180°), desde la posicién estimada

Se necesitan dos o mas lineas de
posicion para obtener la situacion verdadera
observada.

Este algoritmo usa el método de los
minimos cuadrados para determinar la
situacion a partir de tres 0 mas
observaciones.

Navigational Algorithms

Si pi vy Z, (i=1,n), son la diferencia de
alturas y el azimut para la observacion i:

A:Zn:coszzi D:Zn:pi cos Z,

i=1 i=1

B:Zn:cos Z -sin Z, Ezzn:pisin Z
= .

C =Zn:sinzzi
i=1

G=AC-B?
Como comprobacion, se debe cumplir
que A+C =n

Calculados los coeficientes anteriores, la
situacion estimada queda mejorada en dB y
dL, obteniéndose asi la situacion verdadera:

BV:&+dB:B€+EB;EE
Lfﬂw+dL:Le+éE;E9—
Gcos B,

La distancia entre la posicién estimada y
la posicibn mejorada, en millas néuticas,
es:

Do=60-/ dL? cos’Be + dB °

Si Do < 20 mn se necesita otra iteracion
que permita volver a mejorar la posicion
obtenida hasta que la soluciéon converja,
sustituyendo la posicion estimada por esta
ultima obtenida:

Be. = B,
Le =Ly

Es posible, pero no aconsejable,
empezar el proceso iterativo con una
posicion situada en un hemisferio diferente.
Manteniendo B en el intervalo (-90°, +90°) y
L dentro de (-180° +180°), la solucién
converge después de unas pocas
iteraciones.



Error Estimado en la Posicidon

Si se obtienen tres 0 mas RA, se puede
calcular una estimacion del error en
posicion.

La desviacion standard de la posicion
calculada en millas nauticas viene dada por:

S
~60, >
o \'n-2

S=F-DdB-EdLCOS B¢

Y las desviaciones standard en latitud y
longitud son:

Oy =0

o, =0

o> o0

En general a medida que el numero de
observaciones aumenta, decrece el error en
la posicién obtenida.

La elipse de error proporciona un medio
de expresar el nivel de confianza de un
conjunto de datos ajustados. Por ejemplo,
una elipse de error de un nivel del 95% de
confianza define un limite alrededor de una
posicién calculada en la que existe un 95%
de posibilidades de que contenga la
situacion real.

La elipse de confianza de ejes (a,b) es:

ok
a=—
n B
2 sin26
be ok
n_ B
2 sin26
tan20=£
A-C

Donde el factor de escala es:

k =./-2Ln(1- Prob)

Para un nivel del 95%, Prob = 0.95

La forma de la elipse de confianza
depende Unicamente del numero n de
observaciones y de la distribucion de estas
en azimut, mientras que su tamafio es
proporcional ademas de a k, a los errores
en la observacion. EI método asume que
todas las observaciones tienen igual peso.
La situacion ideal se da al tener una
distribucion circular de errores, A=C, B=0,
en donde el error es el mismo en todas las
direcciones, situacion que se alcanza
cuando las observaciones estan igualmente
espaciadas en azimut. Si ademas los astros
observados tienen alturas similares, se
minimiza los errores sistematicos en la
obtencion de la posicion.

Dibujo de las Rectas de Alturay de
la elipse de confianza.

Tomando un sistema de ejes cartesianos,
es posible dibujar los distintos elementos
gue definen la situacién astronémica.

e Origen: la posicidon estimada.

e Eje X: segun un paralelo, positivo
hacia el Este.

e Eje Y: segun un meridiano,
positivo hacia el Norte.
Rectas de Altura

Situando el dibujo dentro de un cuadrado
de lado 20 millas centrado en la posicion de
estima, la RA definida por p y Z queda
determinada por la interseccion con los
lados de dicho cuadrado:

e X=#10
e Y=pz10sinZ/cosZ

e La RA cruza los Ilados del
cuadrado si -10<=Y<=+10

1
I+

10

Y
X=p=x10cos Z/sinZ

e La RA cruza las bases del
cuadrado si -10<=X<=+10

Situacién mas probable por n Rectas de Altura
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Elipse

Dando valores a a entre 0° y 360° se
obtienen los puntos de la elipse de
confianza centrado en Be, Le:

X =acos asin  —b sin acos 6 + 60 dL cos B,

y=acos acos 8 +bsinasin8+60dB
Situacion

A cada iteracion el origen se escoge en la
posicion obtenida en el paso anterior.

Fundamento matematico

La ecuacién en el plano cartesiano de la
recta de altura, alrededor de la posicidn
verdadera es [1]:

p=Xsinz+ycosz

Para n observaciones la posicion mas
probable se obtiene de aplicar el método de
los minimos cuadrados a la interseccion de
las n lineas de posicion. Es decir
optimizando la distancia entre la situacion
verdadera y las rectas de altura.

S= Zn:[pi —ycosz, —xsinz[
i=1

Minimizando la funcién S:

% _y
OX
% _y
oy
Resulta el siguiente sistema de

ecuaciones, de cuya resolucién se obtiene
la posicién mas probable.

iZzl:sinzzi Zcoszisin Z {x}_ iZzl:pisin Z
y

i=1
n n | n
D coszsinz; > cos’z, > picosz,
i=1 i=1

i=1

[2] {x} = {P}

Navigational Algorithms

C Bjx B E
s abl o
{x} = [Z]"{P}

Cuya solucion explicita es:
G= det( [Z] ) =Z112Z5- 2122 = CA-B2

E B
x=1 - 1/G(EA-DB)
GD A
1C E
1 - 1/G(CD-BE
y=21 © =ue(CcDBE
B = Be +y/60

L = Le + X/60/COS Be

Solucién matricial

Utilizando el céalculo matricial, se
simplifica notablemente:

[A]=[sinz, cosz]
{L3=[p/]
[A] {x} = {L}

Sistema  sobredeterminado con 2
incégnitas y n ecuaciones. Se demuestra
gue la solucibn por minimos cuadrados
resulta de resolver el siguiente sistema:

[AI" [A] {x} = [A]' {L}

Donde con la nomenclatura anterior:
2] = [A]" [A]
{P}=[A]" {L}



Al. Algoritmo

Determinante Marcq Saint-Hilaire de la recta de altura

Fecha UT1
astro

¥
AN
GHA, Dec
sle
Be, Le
¥
! Observacion
Altura calculada Hs, Z

LHA = GHA + Le

gin He=sin Besin Dec+ cozBecosDeccos LHA

¥

. Az"f““t . Altura Observada
sin Dec - sin Heosin Be

cos Z= Ho
cos Hocos Be

iff LHA <= 180 ) Z = 360-Z

Determinante RA
. p = Ho-Hc *
z

Situacién mas probable por n Rectas de Altura



Situacion por n rectas de altura

Para cada astro
Fecha Ut

( )

¥
AN
GHA, Dec

Derrota
R,V

F

&

sle
Be, Le

/=

Observacion
Hs, Z

¥
SR Altura Observada
Hc Z Ho
Determinante RA
> p = Ho-He *
z
¥
A= cos’Z, D=> p,cos Z,

1=1 i=1

n n
B=>cos Z -sin Z, E=> psin Z

i=l

¥
G = CA-B*

x = 1/G(EA-DB)
y = 1/G(CD-BE)

¥
Situacion Observada
B = Be + y/60
L = Le + x/60/COS Be

Navigational Algorithms

Do =2nm

Correcto




Situacion por n rectas de altura
Calculo matricial

Para cada astro
Fecha UT1

¥
AN Observacion
GHA, Dec Hs, Z

¥

Derrota SR Altura Observada
R,V Hc Z Ho

¥

sle Detern_‘unante RA
' ' p = Ho-He
Be, Le Z

4

Ecuaciones
[A] {x} = {L}
[A]= [sin z cnszz-]
(Lr=[2]
|

h 4
Resolver el sistema

[A]" [A] {x} = [A]" {L}

h )
Situacion Observada
B = Be + y/60
L =Le + x/60/COS Be

Do = 2 nm

Correcto

Situacién mas probable por n Rectas de Altura
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A2. Ejemplos

Ejemplo Compact Data 2001-2005

uT 12:00:00 9-feb-2001
Be 32.75
Le -15.5
Body Time of Sight (UT) Hs GHA DEC HO t=tObs-tv R V
Vega 6:58:52 49.585 324.9181 38.7813 49.4994 -5.0189 315 12
Spica 7:01:45 38.7067 43.5659 -11.1657 38.6146 -4.9708 315 12
Moon Lw 7:03:52 20.43 87.3397 13.4597 21.5462 -4.9356 315 12
Sun Lw 9:53:45 22.6733 324.8852 -14.5874 22.8353 -2.1042 315 12
1. Solucién Matricial por Minimos Cuadrados
Azimut Z y diferencia de alturas p
Z p=[L]
66.10 0.0923
217.41 -0.0855
272.69 -0.1117
126.19  0.0722
0.9142  0.4052
[A] -0.6076 -0.7943
-0.9989  0.0468
0.8070 -0.5905
0.9142 -0.6076 -0.9989 0.8070|
[A]T 0.4052 -0.7943 0.0468 -0.5905
C B 2.8540  0.3297
[Z]=[A]'[A] B A 0.3297  1.1460
0.3624 -0.1043
(IA]'[A])-1 -0.1043  0.9026
E 0.3062
{p}=[A]" [L] D 0.0574
0.1050|
[X] = (AI'TAD-1[A]"[L] | 0.0199
dB =y 0.0199
dL =x/cos( Bf) 0.1248
B= 32.7699
L= -15.3752
2. Solucion empleando el programa SR_LS.exe
GHA DEC HO BO LO LHA HC y4 p
324.9181 38.7813 49.4994  32.0402 -14.6561 310.2620 49.4071  66.0955  0.0923
435659 -11.1657 38.6146  32.0470 -14.6642 28.9017 38.7001 217.4136 -0.0855
87.3397  13.4597 21.5462  32.0520 -14.6701 72.6696 21.6579 272.6852 -0.1117
324.8852 -14.5874 22.8353  32.4524 -15.1462 309.7390 22.7631 126.1928 0.0722

Navigational Algorithms



Estimate position at time of fix:

Befix [deg] = 32.7500
Lefix [deg] = -15.5000

Minimos Cuadrados:
n=4

A =1.1460

B =0.3297

C =2.8540

D =0.0575

E =0.3062

F =0.0335

G =3.1619

Error:

S =0.0002

sigma = 0.6577 nm
sigmaB = 0.3959
sigmalL = 0.6248

Elipse:

Prob = 0.9500
k=2.4477

theta = -10.5536
a=1.5458

b =0.9428

ein LOPs Fix - USNO Nautical Almanac algorithm

Posicion verdadera:
dB [°] = 0.0200

dL [°] = 0.1248

DO [°] = 6.4112 nm
Bv [°] = 32.7700

Lv [°] = -15.3752

iteraciones = 1

gle=(32.750,-15.500)

770,-15.375)

11

14.00-

12.00-

10.00-
8.00-
£.00-
4.00-

2.00-

n.20-"

1h Frint

Situacién mas probable por n Rectas de Altura
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A3. Software

Disponible en la Web de Navigational Algorithms.

B Celestial Fix =) 3
File Help
Obzervations
[ ate 11 Body Dec HA Hao | ’LI E stimated Position
1 |09/02/2007 |EIE:5E=:52 Yega 387815 |324.9184 4945953 at time of Fix
o (0940272007 |07:01:45 Spica -11.1661 |43.5658 |353.67146 Date = [03/02/2001
3 1089/02/2001 07:.0352 Luna 134621 |87.3394 |21.5431 Mew ut1 = [=oeon
4 (0940242007 |09:53:45 Sl -14.5873 |324.8853 | 22,8350 — - u
B=|327500 °
Delete .
L=|1556000 °
ki R humb
- I " between obzervations
LOP= % Fix - |—315 o
= v [12 kn
9_
E_
F_
6- Calculate |
s mas iber = |'|
:' %Prob= |95
2= Do
‘I -
0- _SIE= (32.780,-15.80
q-
2- Fix
-3- Fiz Position
= B = 320452
- L=-150 225
= Error
F-
D =E.38 nm
a-
-9- [terations
'1D_| 1 1 1 I | | 1 1 | 1
0 & & 4 2 0 2 4 B & 10 Results
£00m
dl Al P Flat CaP
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
020 200 4.00 .00 8.00 1000 1200 7400 1600 1800 2000

Navigational Algorithms




A4. Codigo fuente
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Se incluye este programa a modo ilustrativo de como implementar el método:

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include "mathlib.hpp"

FILE *fpOut =
FILE *fpIn =

stdout;
stdin;

inline void dato( cons
{
fprintf (
fscanf ( fpln,
}

texto
£,

fpout,

no
e

void main (void)
{
double
double
double Z, HC;
double X, G1,
int body;
int limbo;
double Hs,
double TC = 10;
double Pmb = 1010;
double sd, HP;
double AA, BB,

Lat, Lon;
GHA, D, LHA;

G2, SHA,

IE, hOjo, H

cc, DD,

AA =
otro:

0; BB = 0;
body =

Q
Q
Il

fprintf (
fprintf (
fprintf (
fprintf (
fprintf (
fprintf (
fscanf (

fprintf (

fpOut, "
fpOut, "
fpOut, "
fpOut, "
fpOut, "[4]

fpOut, "cuer
fpIn, "%d4d", &
fpOut, "\n"

if( body == 1

[l bo

dato (
dato (

"Lat
"Lon

[deg] =",
[deg] =",

dato (
dato (
dato (

"GMT
"GHA
"GHA

[h] =", &
en h [de
en h+l [de

if( G2 < Gl ) G2 =
GHA = G1+X* (G2-Gl);

G2

if( body == 0 ) {

while ( GHA > 360.0 )

if ( body == ) A

else {

fprintf ( fpOut, "\n"

LHA = GHA+Lon;

if ( LHA > 360.0 ) LHA

t char *texto, double *variable )

)i
variable );

D1, D2;
0;
EE, G;
0; DD = 0; EE = 0;
Estrella \n" );
Sol \n" );
Luna \n" );
Venus/Marte \n" );
Jupiter/Saturno \n" );
po celeste = " );
body )
)i
dy==2){
fprintf ( fpOut, "Limbo [1]Inferior / [2]Superior:
fscanf ( fpIn, "%d", &limbo );
}
&Lat ),
&Lon ) ;
X )i
gl =", &G1 );
gl =", &2 );
+360.0;
dato( "SHA [deg] = ", &SHA );
GHA = GHA+SHA;
}
GHA = GHA-360.0;
dato( "Declinacion [deg] =", &D );
}
dato( "Declinacion en h [deg] =", &D1 );
dato( "Declinacion en h+l [deg] =", &D2 );
D = D1+X*(D2-D1);

}
)i

= LHA-360.0;

Situacién mas probable por n Rectas de Altura
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if( LHA < 0.0 ) LHA = LHA+360.0;
HC = ASIN( SIN( Lat )*SIN( D )+COS( Lat )*COS( D )*COS( LHA )
7 = ACOS( (SIN( D )-SIN( Lat )*SIN( HC ))/(COS( Lat )*COS( HC ))
if( LHA <= 180.0 ) z = 360.0-%2;
fprintf ( fpOut, "LHA [deg] = %1f \n", LHA );
fprintf ( fpOut, "\n" );
fprintf ( fpOut, "HC [deg] = %1f \n", HC );
fprintf ( fpOut, "Azimut [deg] = %1f \n", Z );
fprintf ( fpOut, "\n" );
dato( "Hs [deg] =", &Hs );
dato( "EI [deg] =", &IE );
dato( "hOjo [m] = ", &hOjo );
dato( "T [Celsius] =", &TC );
dato( "P [mb] =", &Pmb );
double dip, H, RO, F, R, PA, OB;
dip = .0293*sgrt( hOjo );
H = Hs+IE- dip;
RO = 0.0167/TAN( H+7.31/ (H+4.4) );
F = 0.28*Pmb/ (TC+273);
R = F*RO;
PA = OB = sd = HP = 0;
if ( body == ) o
HP = 0.0024;
dato( "SD [deg] =", &sd );
}
else if( body == ) |
OB = -0.0017*COS( H );
dato( "HP [deg] =", &HP );
sd = 0.2724*HP;
}
if( body == 1 || body == 2 ) {
PA = HP*COS( H )+O0B;
if( limbo == 2 ) sd = -sd;
}
HO = H-R+PA+sd;
fprintf ( fpOut, "HO [deg] = %1f \n", HO );
fprintf ( fpOut, "\n" );
double P, PO;
double BI, LI, DO;
P = HO-HC;
fprintf ( fpOut, "mn ['] = $1f +Towars/-Away\n", 60.0*P );
AA = AA+SQ( COS( Z2 ) );
BB = BB+COS( Z )*SIN( Z );
CC = CC+SQ( SIN( Z ) );
DD = DD+P*COS( Z );
EE = EE+P*SIN( Z );
int YN;
fprintf ( fpOut, "Otro FIX [1/0]: " );
fscanf ( fpIn, "%d", &YN );
if( YN == ) goto otro;
G = AA*CC-SQ( BB );
BI = Lat+ (CC*DD-BB*EE) /G;
LI = Lon+ (AA*EE-BB*DD)/ (G*COS( Lat ));
DO = 60.0*sgrt( SQ(LI-Lon)*SQ( COS( Lat ) )+SQ(BI-Lat) );
DO = int(D0O*10.0)/10.0;
fprintf ( fpOut, "Lat [deg] = %1f \n", BI );
fprintf ( fpOut, "Lon [deg] = %1f \n", LI );
fprintf ( fpOut, "Dist [deg] = %1f \n", DO );
fprintf ( fpOut, "\n" );

Navigational Algorithms
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